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要約 本稿では、パネルデータ分析の手法に関する基礎的な検討を行なう。これにより、

以下の点を示す。(1)Allisonモデルの性質を検討し、Allisonモデルは、脱落があるデータ

に対しても、固定効果モデルとほぼ同等に偏りのない推定を行なうことができることを示

す。(2)固定効果モデルそのものを用いながら、Allison モデルと同等に、個人間変動の効

果を推定する、FE+OLS方式を試用する。(3)Allisonモデルの形の構造式を仮定すると「時

間のパラドックス」が生じ、Allison 型の構造がありえないとすれば、Allison モデルの推

定式は必ず特定化に失敗することを指摘し、その上で、個人内変動と個人間変動の効果を

明確に構造レベルで区別し、かつ、時間の前後関係を明示的に考慮する、IEDE モデルを

提案する。 

 

付記 本研究の内容は、2010年 10月 27日に東北大学で報告された。有益なコメントやア

ドバイスをくださった方々、とりわけ、石田浩氏と三輪哲氏に、筆者は深い謝意を抱いて

いる。本研究は、筆者が受けた科学研究費補助金（若手研究（スタートアップ）、特別研究

員奨励費）による研究活動の成果の一部である。 
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1. はじめに 

 本稿はパネルデータの分析手法についての探求を行なう。パネルデータは、複数の同一

主体（個人）を複数時点で観察して得られるデータであり、調査などが十全に行なわれれ

ば、（人数）×（時点数）だけのデータ点が得られる。 

パネルデータの利点の 1つは、同じ個人の時間的な変化を見て、因果関係を考えること

ができる点にある。例えば、クロスセクションデータで、「金銭的に裕福であるほど幸福で

ある」という結果が出て、幸福度から裕福度への因果的影響は考えられないとしても、果

たして「裕福になる
．．

と幸福になる
．．

」のかは不明である。パネルデータを用いれば、「裕福に

な
．
った
．．

人々は幸福にな
．
った
．．

」かどうかを調べることができる。 

これは、個人内の変動に着目した分析を行なうことによる。この例では、裕福度の個人

内変動と、幸福度の個人内変動との関連性を調べることになる。2 変数が時間によって変

化する変数であるからこそ、このような関連性を調べることが可能となる。 

他方で、幸福度に個人内の変化以外の要素が影響するとも考えられる。例えば「南国生

まれの人は（生まれつき）幸福度が高い」という仮説がありえるかもしれない。これは個

人内変動ではなく個人間変動（個人間の相違）を問題にしている。この例で、出身地は時

間とともに変化しない。 

個人内変動と個人間変動の両方について、説明変数と被説明変数の関係がわかると、よ

り豊富な知見が得られると思われる。パネルデータの分析でしばしば用いられている固定

効果モデル(fixed‐effect model)を用いれば、個人内変動のみに着目して、Xの変化が Yの

変化に影響するのかについて、より緩い仮定のもとで偏りなく推定できる。しかし、直接

には個人間変動の効果を見ることができない、とされている。他方で、Allison (2009: 23‐25)

は、hybrid methodと呼ばれる方法を提唱し、これによって、個人内変動の効果について、

固定効果モデルと同等に偏りなく推定でき、かつ、個人間変動の効果を測れる、とした。

この方法によるモデルを以下では Allisonモデルと呼ぶ。 

本稿の第 1の目的は、この Allisonモデルの性質を検討することにある。Allisonによれ

ば、Allisonモデルでは、パネルデータでの脱落が発生するときに、固定効果モデルと推定

結果（係数ではなく、標準誤差）が異なるという。本稿では、この差異がどのようなもの

であるのかを、モンテカルロシミュレーションによって示す。 

 本稿の第 2の目的は、Allisonモデルとは別に、固定効果モデルを用いながら、個人間変

動の効果をも推定する方法（以下では、FE+OLS 方式と呼ぶ）について、検討することで

ある。 

 この第 1 と第 2 の目的について、表に示したものが、表 1 である。固定効果モデルと

Allison モデルを比較した場合、個人内変動の効果について、固定効果モデルにおいては、
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脱落がある場合にも不偏性があると考えられるが、Allisonモデルによる推定結果の性質に

ついては何が言えるのかを、本稿で明らかにしようとする。また、固定効果モデルでは、

個人間変動の効果を分析できないとされているが、本稿では FE+OLS方式を試用して検討

する。 

 

［表 1］ 

 

 本稿の第 3の目的は、データの生成メカニズムの「真の構造」との関係で、Allisonモデ

ルの定式化に検討を加えることにある。Allison モデルの発想は、データに中心化

(centering)を加えるというものであり、これはより一般のマルチレベルモデルの発想に近

いと言える。他方で、Allisonモデルは固定効果モデルとは異なり、どのようなデータ生成

の構造を「真の構造」と見なして推定しようとしているのかが明確ではなく、注意するべ

き点を残していると思われる。この点について検討するのが第 3の目的である。 

 

2. 分析の枠組み 

(1) 統計的な推定 

古典的な統計学の考え方によれば、推定とは、「真の構造」を仮定して、その構造におけ

るパラメータを推し量る、ということを意味する。パネルデータの分析においても、古典

的な統計的推定を行なう限り、考え方は同様である。 

この推定の考え方を採る限りにおいて、計量モデルを推定する際、「真の構造」を意識す

ることが望ましいと思われる。「真の構造」についての意識が曖昧である場合には、推定結

果を正しく解釈できないことがありうるであろう。 

さて、ここで言う「真の構造」は、自然に考えれば、データの生成メカニズムを反映す

るであろう。データの生成メカニズムを比喩的に表現すれば、「何が何にどう影響してそう

なるのか」を示すものと言える。この点は、のちに 7節で問題となる。 

 

(2) 「真の構造」と「推定」のシミュレーション 

本稿の分析では、「真の構造」として特定のものを仮定してパネルデータを計算機内につ

くり、推定モデルが「真の構造」をいかにうまくとらえられるか、あるいは、「真の構造」

の何をとらえているのか、という観点から、複数のモデルの定式化を比較し、モデルの性

質を調べる。 

ここで、「真の構造」を示す構造モデル（数式で示せば構造式）と、推定モデル（推定式）

とは概念的に異なるものである。分析において、構造式と推定式の形がズレる可能性も、

本稿では意識される。このようなズレは、一般に、特定化の誤り(specification  error)など
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と呼ばれる。推定モデルの定式化にはバリエーションがありうるが、この定式化によって、

同じデータに適用したときの分析結果が異なるように見えることがある。そのような状況

を「真の構造」との関連でどのように解釈すればよいのかの例も、以下で考えることにな

る。 

本稿の分析では、乱数を用いた実験的な推定を行なう。すなわち、モンテカルロシミュ

レーションを実施する。本稿の分析は、二重の意味でモンテカルロシミュレーションとな

る。第 1に、「真の構造」を仮定し、一般に撹乱項と呼ばれる部分に起因する数値を乱数で

生成して、1 つの標本（サンプル）を仮想的に創出する。この標本のデータに対してモデ

ルの推定を行なう。このとき、標本は 1つであるが、ケース数は 4000とする。第 2に、6

節では、理論母集団を想定して、そこからの複数の無作為標本を生成して（無作為に生成

する過程で乱数を用いる）、複数回の推定を行ない、擬似的に統計量の標本分布を得て、推

定モデルによる異同を示す。このとき、複数の標本（サンプル）を用いている（データセ

ットが多数生成される）ことになる。 

 

3. 「真の構造」の設定 

(1) 構造 A 

本節では、「真の構造」として仮定される構造式を示す。まず、構造 A を次のように設

定する。この構造は、伝統的に、固定効果モデルが想定してきたものに近い。以下では、i

は個人のインデックス、tは時点のインデックスである。 

 

[1]  itiiitit euZδXβY   

  ただし、 

  100β   ,  50δ  

  )1,0(~ NZi   ,  )10,0(~ 2Nui   ,  )10,0(~ 2Neit  

  it
i

iit Rρ
u

ρZρX 221
10

   ,  )1,0(~ NRit   ,  5.0ρ  

 

ここで、Zi、ui、ei、Ritは、与えられた分布に従うように乱数で具体的に生成する。理論

的には、Xitの平均は 0、分散は 1となる（分散の理論値を 1にするために、Xitの算出式に

221 ρ という係数が出現する）。Xitと Ziとの相関係数は ρ、Xit と uiとの相関係数も ρ

となる。 

言葉で説明すると、Xitは観察される time‐varyingな変数（時間とともに変化する変数）、

Ziは観察される time‐invariantな変数（時間によって変化しない変数）、uiは time‐invariant

な撹乱項（観察されない）、eiは time‐varyingは撹乱項（観察されない）である。 
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前記のとおり、この構造の形式は、伝統的に固定効果モデルが想定してきたものに近い。

ただし、Xit と uiとが相関するなどの、相関の構造に注意されたい。 

仮想データの生成に際しては、4000名の個人からなる標本を考える。脱落のないデータ

では、4時点での観測結果が得られるとする。 

なお、以下では時点固有の効果（時代効果または加齢効果）は考えない。通常の計量分

析では、時点の変化を先行変数とする擬似効果を除去するため、時点ダミー変数などの使

用が推奨される点を追記する。 

 

(2) 構造 B 

次に、構造 B を次のように設定する。この構造の形式は、Allison モデルの推定式をそ

のまま当てはめたものに相当する。 

 

[2]  itiiiiitit euZδXγXXβY  )(  

  ただし、 

  100β   ,  75γ   ,  50δ  

  )1,0(~ NZi   ,  )10,0(~ 2Nui   ,  )10,0(~ 2Neit  

  it
i

it Rρ
u

ρX 21
10

   ,  )1,0(~ NRit   ,  5.0ρ  

 

ここで、Zi、ui、ei、Ritは、与えられた分布に従うように乱数で具体的に生成する。また、

Xitの平均は 0、分散は 1となり、Xit と uiとの相関係数は ρとなる。 

上述のように、この構造の形式は、Allisonモデルの推定式を構造式として使用したもの

である。ただし、すべての変数が独立ではない点に注意されたい。 

構造 A と同様に、構造 B においても、仮想データを生成する際には、4000 名の個人か

らなる標本を考え、脱落のないデータでは、4時点での観測結果が得られるとする。 

 

4. 脱落がない場合の推定結果 

(1) 構造 A 

脱落がないと仮定して、構造 Aのデータセットを 1つ生成して、各種の推定モデルを適

用した結果を、表 2 に示した。 

 

［表 2］ 

 

ここで、構造式は式[1]であるので、Xの係数は βであり、その真値は 100である。Zの
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係数は δであり、その真値は 50である。推定結果を検討する際には、真値が推定値の 95%

信頼区間に入るか否かが、うまく推定できているかの 1つの目安と言える。 

本稿の主眼は、固定効果モデルと Allisonモデルについての検討にあるが、参考までに、・

プールされた OLSと単純な変量効果モデルの推定も実施した。表 2に示された、これらの

モデルの推定値には、バイアスが含まれている。例えば、プールされた OLSと単純な変量

効果モデルのいずれも、β の推定値として、真値の 100 より大きな値を推定している。こ

れは、Xと uとの間に相関があるからである。 

さて、表 2 の固定効果モデルの結果に着目する。固定効果モデルにおける βの推定値は

ほぼ 100であり、正しく推定していると言える。 

さらに、固定効果モデルの結果を利用して、個人内変動の効果を推定することを試みる。

先述のとおり、その方法をここでは「FE+OLS 方式」と呼んでいる。より具体的には、ま

ず固定効果モデルの係数推定値を用いて、 

 

[3]  iitit vXβY ˆˆ   

 

となるような iv̂ を各個人について推定する。これは、いわゆる個人効果（固定効果）を具

体的に推定していることになる。次に、この推定された iv̂ を被説明変数とする OLS を行

ない、Z の効果を推定する。表 2 によれば、この「FE+OLS 方式」では、δ が正しく推定

される。 

Allison モデルについては、2 種類の推定式を用いた。まず、Allison モデル(1)は、X の

個人内差分と Z を投入して、変量効果モデル（ここでは GLS による）の推定手続きで推

定するものである。推定式は次のようになる。 

 

[4]  iiitit ZδXXβαY ˆ)(ˆˆ   

 

他方で、Allisonモデル(2)は、Allisonモデル(1)に加えて、Xの個人内平均を投入するも

のである。推定式は次のようになる。 

 

[5]  iiiitit ZδXγXXβαY ˆˆ)(ˆˆ   

 

 表 2 において、Allison モデル(1)の結果に着目しよう。ここで、X の個人内差分の係数

は、固定効果モデルの Xの係数と一致している。また、それらの間で、標準偏差も一致す

る。しかし、Z の係数は真値ではなく、100 程度の値となる。この理由は以下のように説

明できる。構造 Aの構造式[1]を変形すると、 
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[6] 
itiiiiit

itiiitit

euZδXβXXβ

euZδXβY





)(
 

 

となるが、Xと Zは相関しているので、独立な変数 θを仮定すると、 

 

[7]  θZρX ii    ,  θZi   

 

と表せる。よって、式[6]は、 

 

[8] 
itiiiit

itiiiiitit

euβθZδβρXXβ

euZδθZρβXXβY





)()(

)()(
 

 

となる。これにより、Yを Xの個人内差分と Zのみで説明する推定式を用いると、Zの係

数は(βρ+δ)=100 程度となる。要するに、Z の係数が真値からズレるのは、 iXβ の項が存在

しないことによる一種の omitted variable biasと考えられる。別の言い方をすれば、構造

式と推定式のズレによる、特定化の誤りによると言える1。 

次に、表 2 の Allisonモデル(2)の結果に着目する。ここでも、Xの個人内差分の係数は、

固定効果モデルの Xの係数と一致する。それらの標準偏差も一致する。 

他方で、この結果において、Xの個人内平均の係数推定値は、式[6]から考えると、直感

的には 100となることが期待されるが、113程度の値が推定された。このうち、8程度のバ

イアスの部分については、次のように説明できる。 

構造式[1]より、Ritの分散は 1であるが、4時点での平均をとった iR の分散は 1/4である。

ここで、 

 

[9]  i
i

ii Rρ
u

ρZρX 221
10

  

 

である。また、uiを iX に回帰させると、その係数は、 

                                                        
1 このような誤りを「危険視する」べきか否かは分析の目的などに依存すると思われる。

例えば、クロスセクションデータでの OLSによる分析において、先行変数や媒介変数が含

まれる場合と含まれない場合とで、ある説明変数の係数が異なってくるとき、この現象を

「危険視する」ことも「有用な情報だと見る」ことも可能であることを本稿では指摘して

おきたい。 
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[10]  8
61

40

)21(
4

1

10

)(

),(
2

222








ρ

ρ

ρρρ

ρ

XVar

uXCov

i

ii  

 

となる。すなわち、ある独立な変数 τを用いて、 

 

[11]  τXu ii  8   ,  τXi   

 

と表せる。式[11]を式[6]に代入すると、 

 

[12] 

itiiiit

itiiiiit

itiiiiitit

eτZδXβXXβ

eτXZδXβXXβ

euZδXβXXβY







)8()(

8)(

)(

 

 

となるので、Allisonモデル(2)で推定すると、 iX の係数は βよりも大きく推定されること

になる。構造 Aでは、Xは Zとも相関しているために、Xの係数のバイアスによって、Z

の係数も真値ではなくなり（43程度になり）、また、Xの係数のバイアスが式[12]で予想さ

れる 8程度よりも大きくなるものと思われる。要するに、これらは、撹乱項と説明変数が

相関していることによるバイアスと言える。 

 本項の結果をまとめよう。構造 Aは、固定効果モデルが伝統的に想定してきた構造であ

った。この構造を仮定した場合、Allisonモデルが推定する個人内変動の効果は確かに固定

効果モデルと一致する。他方で、Allisonモデルの time‐invariantな変数の係数の解釈には

注意が必要であることが明らかとなった。 

 

(2) 構造 B 

本項では、構造 B に各種の推定モデルを適用した結果について述べる。推定結果は表 3

に示される。 

 

［表 3］ 

 

ここでの構造式は式[2]であるので、X（ないし Xの個人内差分）の係数は βであり、そ

の真値は 100である。Xの個人内平均の係数は γであり、その真値は 75である。Zの係数

は δであり、その真値は 50 である。以下の推定結果においては、プールされた OLS と単
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純な変量効果モデルの結果については説明を割愛する。 

表 3 に示された固定効果モデルの結果（「差分使用」と記されていないもの）では、X

の係数はうまく推定されている。ここでさらに FE+OLS方式を適用した場合、Xの個人内

平均の係数は‐14程度と推定される。これは直感的には 75となるように考えられるが、こ

のズレは次のように説明される。構造式[2]より、 

 

[13] 
itiiiit

itiiiiitit

euZδXβγXβ

euZδXγXXβY





)(

)(
 

 

となり、他方で、構造式[2]より、Ritの分散は 1であるが、4時点での平均をとった iR の分

散は 1/4であるため、 

 

[14]  i
i

i Rρ
u

ρX 21
10

  

 

である。ここで、uiを iX に回帰させると、その係数は、 

 

[15]  43.11
31

40

)1(
4

1

10

)(

),(
2

22








ρ

ρ

ρρ

ρ

XVar

uXCov

i

ii  

 

となる。すなわち、ある独立な変数 λを仮定して、 

 

[16]  λXu ii  43.11   ,  λXi   

 

と表せる。式[16]を式[13]に代入すると、 

 

[17] 

itiiit

itiiiit

itiiiitit

eλZδXβγXβ

eλXZδXβγXβ

euZδXβγXβY







)43.11(

)43.11()(

)(

 

 

となる。よって、 iX の係数は(γ‐β+11.43)=‐13.57程度に推定されることになる。 

次に、固定効果モデル（差分使用）の結果に着目しよう。この推定モデルは、Xの情報

を、個人内差分と個人内平均とに分解した上で、固定効果モデルの推定手続きに投入した
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ものである。この結果によれば、Xの個人内差分の係数は、直感的に期待されるように、

100 程度に推定されている。他方で、この推定に FE+OLS 方式を適用した場合の、Xの個

人内平均の係数推定値は、86程度となっている。これは、γの真値 75に、式[15]で示され

るバイアスである 11程度が加算された結果であると考えられる（この場合に式[17]に相当

する式を導くと、 iX の係数に‐βが存在しない形となる）。 

Allisonモデルの結果の検討に移る。表 3 に示された、Allisonモデル(1)の結果において

は、Xの個人内差分の係数は、固定効果モデルにおけるものと一致する。それらの標準誤

差も一致する。また、Zの効果も期待されるとおりに正しく推定されている。 

Allison モデル(2)の結果でも、X の個人内差分の係数は、固定効果モデルのそれと一致

する。それらの標準誤差も一致する。また、Z の効果も正しく推定している。他方で、X

の個人内平均の係数は、直感的に期待される γ=75 ではないが、固定効果モデル（差分使

用）の FE+OLS方式におけるものと等しい数値として推定されている。すなわち、Allison

モデル(2)の個人内平均の係数は、固定効果モデル（差分使用）と同様にバイアスされてい

ると考えることができる。 

 本項の結果をまとめると以下のようになる。ここで仮定された構造 B は、Allison モデ

ルの推定式を使用したものである。ここでも、Allisonモデルが推定する個人内変動の効果

は固定効果モデルと一致する。他方で、固定効果モデルでも、Allison モデルでも、

time‐invariantな変数の係数の解釈には注意が必要であることが明らかとなった。 

 

(3) この節のまとめ 

固定効果モデルを推定してさらに FE+OLS方式を用いる場合と、Allisonモデルとは、「互

角」と言ってよい。いずれも、個人内変動の効果については同等の結果を示す。個人間の

変動の効果（time‐invariant な変数の効果）については、いずれでも、撹乱項と説明変数

の相関や、特定化の誤り（としての omitted  variable  bias）に注意するべきである、とい

う点で、変わりがない。強いて言えば、「真の構造」がどちらに適しているかのみが両者の

「使いやすさ」を分ける、と言える。 

 

5. 脱落の設定 

(1) MAR 的な脱落 

前節までは、（人数）×（時点数）のデータ点がすべて得られている状況でのデータの推

定であった。すなわち、脱落（あるいは欠落）のないパネルデータの存在を仮定していた。

これに対して、以下では、データ生成の際に、脱落を発生させる。この際、脱落はその後

の観察の不可能性を意味するものとし、「脱落後の復活」は考慮しない。 

まず、「MAR的な脱落」を考える。MARとはmissing  at  randomを意味しており、観
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察される変数のみに依存して脱落が生じることを指す。ここでは、MAR 的な脱落を、確

率的に、を次のように発生させる。時点 1では 4000名すべてについて情報が観察されると

する。 

 

[18]  個人 iの情報が時点(t‐1)で観察されていて、かつ、 

  021  ωZX ii のとき、個人 iの情報は時点 tでも観察される。 

  ただし、ωは N(0,1)に従う乱数である。 

 

これは、Xi1と Ziの係数がそれぞれ 2/1 であるプロビットモデルによって、脱落確率が

表現されることを意味している。Xと Zは観察される変数であるため、この脱落メカニズ

ムはMAR的であると言える。 

 

(2) NI 的な脱落 

他方で、「NI的な脱落」の場合も考慮する。NIとは non‐ignorableを意味しており、観

察されない変数にも依存して脱落が生じることを指す。ここでは、NI的な脱落を、確率的

に、次のように発生させる。時点 1では 4000名すべてについて情報が観察されるとする。 

 

[19]  個人 iの情報が時点(t‐1)で観察されていて、かつ、 

  02
1010

 ω
eu iti のとき、個人 iの情報は時点 tでも観察される。 

  ただし、ωは N(0,1)に従う乱数である。 

 

これは、ui/10 と eit/10 の係数がそれぞれ 2/1 であるプロビットモデルによって、脱落

確率が表現されることを意味している。uiと eitは（推定モデルにとって）観察されない変

数とされているから、この脱落のメカニズムは NI的であると言える2。 

 

(3) 構造 A で脱落があるデータでの推定結果 

 本項では、構造 Aを仮定しながら、脱落のあるデータセットを 1つ生成して、各種の推

定モデルの結果を示す。 

まず、仮想データにおける脱落の状況を表で示す。構造 AでMAR的な脱落がある場合

の脱落状況を表 4 に示した。他方で、構造 A で NI 的な脱落がある場合の脱落状況を表 5

に示した。MAR的な脱落の場合と比べて、NI的な脱落の場合には、時点が進んでからも

                                                        
2 ただし、このメカニズムは、Yそのものの値に依存した脱落を仮定していない。 
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新たに脱落していく割合が大きい。これは、以下の理由による。MAR的な脱落の場合は、

脱落しない個人は脱落しにくい（不変の）属性を持っているために、初期に脱落しなかっ

た個人はその後には脱落しにくいのに対し、NI的な脱落の場合には、eitが時点によって異

なる値をとるために、MAR 的な場合と比べて、時点が進んでからも新たに脱落していく

可能性が高いのである。 

 

［表 4］ 

［表 5］ 

 

さて、構造 AでMAR的な脱落があるデータに対する推定結果は、表 6 に示される。個

人内変動の効果に関しては、固定効果モデルと Allisonモデル(1)(2)の係数は一致している。

しかし、標準誤差はわずかに異なっている。 

 

［表 6］ 

 

次に、構造 Aで NI的な脱落があるデータに対する推定結果を表 7 に示した。ここでも、

個人内変動の効果に関しては、固定効果モデルと Allisonモデル(1)(2)の係数は一致してい

るが、標準誤差がわずかに異なっていることがわかる。 

 

［表 7］ 

 

(4) 構造 B で脱落があるデータでの推定結果 

本項では構造 B で脱落のあるデータを生成させて分析を行なう。まず、構造 B で MAR

的な脱落があるデータについて、脱落状況を表 8 に示した。また、構造 B で NI 的な脱落

を発生させたデータについて、その脱落状況を表 9 に示した。 

 

［表 8］ 

［表 9］ 

 

 構造 B で MAR 的な脱落があるデータでの推定結果を、表 10 に示した。ここでも、個

人内変動の効果に関しては、固定効果モデルと Allisonモデル(1)(2)の係数は一致している

ものの、標準誤差がわずかに異なる。 

 

［表 10］ 
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構造 Bで NI的な脱落がある場合の推定結果を、表 11 に示した。ここでも、個人内変動

の効果に関しては、固定効果モデルと Allisonモデル(1)(2)の係数は一致し、他方で、標準

誤差はわずかに異なっている。 

 

［表 11］ 

 

6. 1000 回の抽出シミュレーションによる標本分布の確認 

前節で確認したように、脱落が発生する場合には、固定効果モデルと Allison モデルと

で、個人内変動の効果を示す係数の、標準誤差が相違する。そこで本節では、固定効果モ

デル、Allisonモデル(1)、Allisonモデル(2)における、脱落がある場合の挙動をより詳しく

調べる。標準誤差（誤差分散）に違いは何を意味しているのか、どれがより「正しい」標

準誤差（誤差分散）を推定しているのかが、ここでの焦点である。 

以下では、理論母集団から乱数を用いて標本を生成し、モデルを推定し、Xまたは Xの

個人内差分の係数と誤差分散を記録する、という作業を 1000回繰り返す。このとき、標本

の生成は仮想的な抽出であると見なせる。 

まず、構造 A で MAR 的な脱落がある場合のシミュレーション結果を表 12 に示した。

表 12 で用いられている統計量の記号は以下のような意味を持つ。 

 

［表 12］ 

 

E(Beta‐hat) :  )ˆ(βE を示す。推定された係数を、1000回の推定について平均したもので

ある。 

 

E(Var‐hat(Beta‐hat))  :  )]ˆ([
^

βVarE を示す。推定された誤差分散（標準偏差の 2 乗）を、

1000回の推定について平均したものである。 

 

Var(Beta‐hat) :  )ˆ(βVar を示す。推定された係数の、1000回の推定における分散である。

1000回が十分な試行回数である限りにおいて、これは「実際の」誤差分散であると見

なせる。 

 

Prob[L95%C.I.<=Beta<=U95%C.I.]  :  ]Prob[ ..%95..%95 ICIC UβL  を示す。推定された係数の

95%信頼区間に真値が入る確率を表現している。理論上は、この数値は 0.95になるこ

とが予定されている。 
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表 12 のシミュレーション結果によれば、まず、推定される係数の期待値が、Allisonモ

デルと固定効果モデルとで一致している。これは、各回のデータ生成（抽出）において、

係数推定値が一致するからである。 

次に、Allison モデルは固定効果モデルよりも、誤差分散を小さく見積もっているが、

Allisonモデルも固定効果モデルもともに、実際の分散よりは過大に推定している。95%信

頼区間に真値が入る確率も、いずれにおいても 95%を越えている。すなわち両者とも、保

守的な（実際より誤差を大きく見積もる）推定を行なっていることになる。 

 同様に、構造 A で NI 的な脱落がある場合のシミュレーション結果を表 13 に示した。

ここでも、推定される係数の期待値は、Allisonモデルと固定効果モデルとで一致している。

他方で、表 13 は、Allisonモデルと固定効果モデルのいずれも、誤差分散を実際のものよ

り過小に推定していることを示している。ただし、95%信頼区間に真値が入る確率は、ほ

ぼ 95%である。これは、外れ値的に性質の悪い標本が稀に抽出されてしまう（係数の標本

分布が想定どおりの t 分布／正規分布ではない）ことを意味していると思われる。いずれ

にしても、区間推定についてはほぼ妥当な結果が得られると思われる。また、一定の仮定

のもとで3、5%水準での有意性検定でもほぼ妥当な結果が得られると思われる。 

 

［表 13］ 

 

さらに、構造 Bについても、脱落があるデータについてのシミュレーションを実施した。

MAR的な脱落がある場合の結果が表 14、NI的な脱落がある場合の結果が表 15 に示され

ている。いずれにおいても、構造 Aの場合と同様のことが言える。 

 

［表 14］ 

［表 15］ 

 

本節をまとめると、以下のようになろう4。脱落がMAR的であれば、固定効果モデルも

Allisonモデルも誤差分散を保守的に見積もっている。脱落が NI的であれば、固定効果モ

                                                        
3 より具体的には、他の条件が一定なら、係数の真値が異なる場合にも標本分布の形状が

同一である（平行移動のみが生じる）という仮定を指している。 
4 ここでのシミュレーション結果は、ありうるすべての条件を網羅したものではないこと

に注意が必要である。異なる設定の場合には異なる結果が得られる可能性がある。例えば、

X が複数であり、さらにそれらが相関している場合、ρ の値が異なる値である場合、uiや

eitの分散や分布が異なる場合、脱落のメカニズムが異なる場合、uiと Xとの相関が異なる

場合などの、すべてにおいて同等の結果が得られるという保証はない。 
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デルも Allison モデルも誤差分散を過小に見積もっているが、95%信頼区間はほぼ正確で

あり、区間推定にはほぼ問題がないと思われる。 

 

 

7. パネルデータの生成メカニズム 

(1) Allison モデルと「時間のパラドックス」 

 以上の検討は、固定効果モデルと比較した場合に、個人内変動の効果について、Allison

モデルがほぼ同等の有用性を有する、ということを意味するように思われる。これに対し

て、本節では、データの生成メカニズムという観点から、Allisonモデルに付随しうる問題

点を指摘し、その問題点を克服するようなシンプルな提案を行なう。 

 Allisonモデルの推定式をそのまま構造式にしたものが、上記の構造 Bであった。この、

いわば Allison型の構造式である式[2]を再掲する。 

 

[2]  itiiiiitit euZδXγXXβY  )(  

 

ここで、4時点のデータを考えると、 4/)( 4321 iiiii XXXXX  である。 

 式[2]が実際にデータを生成させるメカニズムを表現する構造式であると仮定すると、

「時間のパラドックス」とでも呼べるような現象が生じる。式[2]のもとでは、時点 1の Y

の値は、次式[20]で決まるはずである。これは、時点 1の Yが iX に影響されることを意味

する。 

 

[20]  itiiiiii euZδXγXXβY  )( 11  

 

もし、 iX が決まるためにはあくまで時点 4 での Xi4 の値が必要である、とすると、Xi4

から iX が決まり、 iX が Yi1 に影響するはずであるから、「未来が過去を規定している」と

いう、直感に反するような構造が存在することになる。 

他方で、もし、「 iX は時点 1 で決まるが、これはあくまで個人内の平均的な水準を表現

し て い る だ け で あ る 」 と し て も 、 4/)( 4321 iiiii XXXXX  か ら

3214 4 iiiii XXXXX  であるので、時点 3ですでに Xi4は決定することになる。すなわ

ち、「未来は 1時点前に決まる」という現象が生じうることになる。ここで、Xが内生変数

であれば、過去にすでに決まっていたということはありうるかもしれない。しかし、Allison

モデルは特に Xを内生変数として扱うことを求めていない。また、Xi1、Xi2、Xi3は「自由

に」値が決まりうるのに対して、Xi4 のみが全く異なる（「内生的」な）決まり方をする点

は自然だとは言えないであろう。 
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このような考察からすれば、Allisonモデル型の構造は、パネルデータの生成メカニズム

として適切なのか、疑問が湧く。もし Allison モデル型の構造がありえないとすれば、

Allisonモデルの推定式は必ず特定化に失敗することになる。 

これは、構造式と推定式との区別の問題に起因しているとも言える。固定効果モデルは、

構造式と推定式を明確に分け、通常は推定式でのみ変数の差分を用いる。他方で、Allison

モデルは、どのような構造を仮定しているのかが不明確である。 

 また、この問題は、「一般の」マルチレベルモデルと、パネルデータ分析のモデルとの関

係を慎重に検討するべきであることをも示しているであろう。Allisonモデルは、マルチレ

ベルモデルにおける変数の中心化(centering)の発想によるものであると考えられる。パネ

ルデータは、マルチレベルデータの一種であると考えることもできるが、マルチレベルモ

デルの考え方・分析手法のうちのそれぞれがパネルデータに適用できるかどうかは、何を

分析したいのかに照らして吟味する必要があろう。 

さらに述べれば、次の点を指摘できる。この問題は、本稿でシミュレーションを実施し

た際に、データを生成するにあたって、Allison型の構造を用いると時間の経過を自然に表

現できなかったことによって、気付かれたものである。これは、大げさに言えば、「世界を

再現してみる」というシミュレーションの発想が、データ生成メカニズムについての考察

の機会を与える、という有用性を持つことを意味している。 

 

(2) 初期値効果-差分効果モデル(IEDE Model) 

 前項の考察をもとにして、本項ではシンプルなパネルデータ分析モデルを提示する。こ

こでは、以下の 2 点が意識される。第 1 に、Allison モデルや FE+OLS 方式が実現するよ

うに、個人内変動の効果と個人間変動の効果の両方を区別して分析することである。ここ

で、Allisonモデルとは異なり、これら 2つの効果を、構造レベルで明確に区別する。第 2

に、Allison型の構造が内包するような、時間的なパラドックスを回避することである。こ

れは、時間的な前後関係を明確に考慮することを意味する。 

 ここで提案されるモデルを、初期値効果‐差分効果モデル(IEDE  Model:  Initial‐value 

Effect and Difference Effect Model)と呼んでおく。これはその名のとおり、構造レベルで、

初期値の効果と差分の効果を明確に区別する。 

このモデルでは、構造レベルで、観察の初期時点の Yは初期時点で判明している情報の

みから決定される、と仮定する。この決定の効果を初期値効果と呼ぶ。また、構造レベル

で、Yの変化は Xの変化によって決定される、と考える。この効果を差分効果と呼ぶ。通

常の固定効果モデルも Allison モデルも、推定式で差分を用いるが、これを構造レベルで

考え、かつ、初期値または前期からの差分を用いるのが、ここでのアイデアである。 

一般的には、以下のように定式化される。構造式として、 
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[21]  );,( 111  tiii ZXfY θ  

[22]  );( ,11,1, tttiittiit XXgYY   θ   for t = 2, …, T 

 

となる。ただし、f(∙)、g(∙)はそれぞれ何らかの関数、Tは扱われる時点の中での最終時点で

ある。これらから、 

 

[23]  


 
t

k

kkkiiktiiit XXgZXfY
2

,11,11 );();,( θθ  

 

という形が導かれる。関数型を線形で特定化した場合、例えば次のように書ける。 

 

[24]  111 iiiii εuZδXγαY   

[25]  ittiittttiit εXXβYY   )( 1,,11,   for t = 2, …, T 

 

ここでさらに、次式[26]のような仮定を置くと、 

 

[26]  ββ tt  ,1   for t = 2, …, T 

 

構造は次式[27]で表せることになる。 

 

[27]  itiiiiitit euZδXγXXβαY  11 )(  

 

 ここで注意するべき点を 2点指摘したい。第 1は、観察の始期をどのように定めるのか

が解釈の上で重要である、ということである。仮に、ある時点で出生した複数の個人を、

出生時点から観察し続けることができ、例えば「体格」と「（泣き）声の大きさ」の関係を

示すデータを用いるなら、上記のパラメータ θt=1や γは、「出生以前に生じた効果」と解釈

することができ、他方で、それとは全く別に、パラメータ θt‐1,tや βは「出生後の経験によ

る効果」などと解釈できよう。しかし、もし観察始期が個人の出生時点ではなく、例えば

対象者が 15歳である時点であれば、観察始期時点での個人間の差異の効果は、実際には「出

生以前に生じた効果」と「出生後の経験による効果」とが混濁したものとなろう。さらに、

例えば観察始期における対象者の年齢がばらついているならば、この混濁の度合いのばら

つきが大きくなることが予想される。 

 第 2 に、式[27]においては、εitの分散がすべて等しくても、eitの分散は一定だとは限ら
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ない。仮に εitが時点間で無相関であれば、eitの分散は tが大きくなると増大していくこと

になる。いわば、「誤差が蓄積していく」ような構造が存在しうる。 

以上は、IEDE モデルの構造の表現である。このモデルの推定方法はいくつか考えられ

る。1 つの選択肢は、FE+OLS 方式による推定である。この場合、上記のような、構造レ

ベルにおける非等分散性が、推定式のレベルにも反映されるため、これを考慮する推定が

望まれる。 

他方で、式[25]からは、一階差分モデルの適用も自然な選択肢となると思われる。一階

差分モデルに付随する、ありうる弱みとして、隣接する時点間で両方有効なデータ点が存

在する場合でないと適用できないという点が挙げられる。いわば、時点の「欠け」に弱い

と言えるかもしれない。しかし、時点の「欠け」の情報を積極的に利用するという考え方

もありうる。例えば、「何時点のデータ点が欠けると、差分の撹乱項の分散がどれだけ増え

るか」という対応関係を推定モデルに組み入れられれば、εitの時点間の相関の程度を推定

できる可能性があると思われる。 

 

8. 結論 

 本稿では、通常の固定効果モデルとの比較において、Allisonモデルの性質を検討し、ま

た、FE+OLS方式について試行した。その結果、Allisonモデルは、FE+OLS方式を含む固

定効果モデルと、「互角」と言ってよい性質を示すことが明らかとなった。すなわち、Allison

モデルは、脱落があるデータに対しても、固定効果モデルとほぼ同等に偏りのない推定を

行なうことができる一方、FE+OLS方式は、固定効果モデルそのものを用いながら、Allison

モデルと同等に、個人間変動の効果を推定することができることが示された。 

本稿ではさらに、Allisonモデルに付随しうる問題点を指摘した上でそれに関わる提案を

行なった。すなわち、Allison型の構造を仮定すると「時間のパラドックス」が生じ、Allison

型の構造がありえないとすれば、Allisonモデルの推定式は必ず特定化に失敗することを指

摘した。その上で、個人内変動と個人間変動の効果を明確に構造レベルで区別し、かつ、

時間の前後関係を明示的に考慮する、IEDEモデルを提案した。 

本稿での検討は、パネルデータ分析の手法に関する基礎的な貢献となるものである。 

 

引用文献 

Allison, Paul D. 2009. Fixed Effects Regression Models. Sage Publications. 
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図表 

 

表1.　固定効果モデルとAllisonモデル

固定効果モデル Allisonモデル

個人内変動の効果の推定
脱落がない場合の不偏性 ○ ○
脱落がある場合の不偏性 ○ ？→検討

個人間変動の効果の推定が可能か ○×？
→FE+OLS方式を検討
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表4.　構造AにおけるMAR的な脱落の状況（表6で用いられるデータの例）

時点 回答率
1 100.0%
2 49.8%
3 35.1%
4 27.7%

Note: 　回答率は当初の回答者の数である4000を分母とするものである。  

 

表5.　構造AにおけるNI的な脱落の状況（表7で用いられるデータの例）

時点 回答率
1 100.0%
2 51.1%
3 28.6%
4 17.8%

Note: 　回答率は当初の回答者の数である4000を分母とするものである。  
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表8.　構造BにおけるMAR的な脱落の状況（表10で用いられるデータの例）

時点 回答率
1 100.0%
2 49.7%
3 33.7%
4 25.2%

Note: 　回答率は当初の回答者の数である4000を分母とするものである。  

 

表9.　構造BにおけるNI的な脱落の状況（表11で用いられるデータの例）

時点 回答率
1 100.0%
2 51.1%
3 28.6%
4 17.8%

Note: 　回答率は当初の回答者の数である4000を分母とするものである。表5の数値と一致するのは乱数
の種と脱落に影響する変数が同じであるからである。  
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表12.　構造Aで脱落がMAR的である場合の1000回の抽出シミュレーションの結果

固定効果モデル Allisonモデル(1) Allisonモデル(2)
E(Beta-hat) 100.0031 100.0031 100.0031

E(Var-hat(Beta-hat)) 0.04404 0.04402 0.04331
Var(Beta-hat) 0.04135 0.04135 0.04135

Prob[L95%C.I.<=Beta<=U95%C.I.] 0.960 0.960 0.959

Note: 　構造Aで個体数が4000、時点数が4のパネルデータを理論母集団から1000回抽出し、MAR的な脱

落を発生させ、固定効果モデル・Allisonモデル(1)・Allisonモデル(2)を推定した際の、XないしXの個人内差
分の係数と誤差分散を記録し、その標本分布を示した。  

 

表13.　構造Aで脱落がNI的である場合の1000回の抽出シミュレーションの結果

固定効果モデル Allisonモデル(1) Allisonモデル(2)
E(Beta-hat) 99.998051 99.998051 99.998051

E(Var-hat(Beta-hat)) 0.04795 0.04794 0.04694
Var(Beta-hat) 0.04947 0.04947 0.04947

Prob[L95%C.I.<=Beta<=U95%C.I.] 0.952 0.952 0.948

Note: 　構造Aで個体数が4000、時点数が4のパネルデータを理論母集団から1000回抽出し、NI的な脱落

を発生させ、固定効果モデル・Allisonモデル(1)・Allisonモデル(2)を推定した際の、XないしXの個人内差分
の係数と誤差分散を記録し、その標本分布を示した。  

 

表14.　構造Bで脱落がMAR的である場合の1000回の抽出シミュレーションの結果

固定効果モデル Allisonモデル(1) Allisonモデル(2)
E(Beta-hat) 100.00014 100.00014 100.00014

E(Var-hat(Beta-hat)) 0.03049 0.03047 0.03003
Var(Beta-hat) 0.02900 0.02900 0.02900

Prob[L95%C.I.<=Beta<=U95%C.I.] 0.958 0.958 0.956

Note: 　構造Bで個体数が4000、時点数が4のパネルデータを理論母集団から1000回抽出し、MAR的な脱

落を発生させ、固定効果モデル・Allisonモデル(1)・Allisonモデル(2)を推定した際の、XないしXの個人内差
分の係数と誤差分散を記録し、その標本分布を示した。  

 

表15.　構造Bで脱落がNI的である場合の1000回の抽出シミュレーションの結果

固定効果モデル Allisonモデル(1) Allisonモデル(2)
E(Beta-hat) 99.998409 99.998409 99.998409

E(Var-hat(Beta-hat)) 0.03197 0.03195 0.03145
Var(Beta-hat) 0.03298 0.03298 0.03298

Prob[L95%C.I.<=Beta<=U95%C.I.] 0.952 0.952 0.950

Note: 　構造Bで個体数が4000、時点数が4のパネルデータを理論母集団から1000回抽出し、NI的な脱落

を発生させ、固定効果モデル・Allisonモデル(1)・Allisonモデル(2)を推定した際の、XないしXの個人内差分
の係数と誤差分散を記録し、その標本分布を示した。  
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